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Zusammenfassung

Es gibt diverse Konzepte in der Graphentheorie um Knoten und
Kanten zu bewerten. In dieser Arbeit werden nach subjektiver Ein-
schitzung die wichtigsten Zentralitdtskonzepte erlautert. Ein be-
sonderer Schwerpunkt liegt bei der sogenannten Betweenness Cen-
trality, die sowohl fiir Knoten als auch fiir Kanten definiert ist. Es
wird auf verschiedene Algorithmen zur Berechnung eingegangen.
Insbesondere wird ein dazu entwickeltes Programm vorgestellt und
analysiert.






1. Einleitung

Sehr viele Problemstellungen lassen sich mithilfe von Graphen leichter l6sen.
Graphen erleichtern die Auswertung, geben eine Ubersicht und zeigen Zusam-
menhange zwischen den Datensétzen an. Um diese Vorteile von Graphen nut-
zen zu konnen, miissen sie anhand bestimmter Kriterien bewertet werden. Die-
se Bewertung geschieht neben den klassischen Konstrukten wie Durchmesser,
Erreichbarkeit und Dichte auch anhand der sogenannten Graph-Zentralitiaten.

Im Rahmen dieser Arbeit sollen die Zentralitdtskonzepte in Graphen aufge-
arbeitet werden. Insbesondere wird auf die Algorithmen von Brandes [Bra0l]
sowie Girvan und Newman |GN02| eingegangen. Dabei sollen méglichst viele
Beispiele und Illustrationen verwendet werden, um das Verstandnis der ver-
schiedenen Konzepte darzustellen. Im praktischen Teil der Bachelorarbeit soll
ein Programm entwickelt werden, das die betweenness-Zentralitiat sowohl fiir
Knoten als auch fiir Kanten bestimmt und das Endergebnis visualisiert.

In den folgenden Kapiteln werden die verschiedenen Zentralitiaten ausfiihr-
lich anhand von Beispielen erldutert. Insbesondere wird auf die Algorithmen
und deren Eigenschaften eingegangen, die diese Zentralitdten realisieren. Des
Weiteren wird das entwickelte Programm betrachtet. Die Struktur wird aus-
fithrlich besprochen und die implementierten Algorithmen werden einzeln ver-
anschaulicht. Es wird auf Vor- und Nachteile von Algorithmen eingegangen.
Zum Schluss werden die verwendeten Daten anhand des Programms ausgewer-
tet und evaluiert.






2. Knoten-Zentralitat

In diesem Kapitel wird auf die verschiedenen Mafle eingegangen, die sich an-
hand der Knoten berechnen lassen. Die Theorie hinter den Zentralitdtsmafen
wird der Literatur [ZAL14], [WF94], [Flo62] und |[Bra0Ol] entwendet.

2.1. Knotengrad

Unter allen Zentralitdtsmaflen ist die Knoten-Zentralitdt wohl die einfachs-
te Variante und am leichtesten nachzuvollziehen. Der Knotengrad beschreibt
im allgemeinen die Anzahl der ein- und ausgehenden Kanten. Bei gerichte-
ten Graphen kann man also von zwei Arten von Knotengraden sprechen. Im
Englischen wird dies als indegree beziehungsweise outdegree bezeichnet. Der
Bezeichnung entsprechend wird bei dem indegree die Anzahl der eingehenden
Kanten berechnet und beim outdegree die der ausgehenden Kanten. Da man
aber in einem ungerichteten Graphen nicht zwischen ein- und ausgehenden
Kanten unterscheidet, ist wohl folgende Definition (fiir ungerichtete Graphen)
eher zutreffend: Der Knotengrad von dem Knoten v; ist die Anzahl der Kan-
ten, die den Knoten v; mit einem anderen Knoten v, ¢, € (1,..,n) verbinden.
Der Knotengrad wird auch als deg(v) bezeichnet (nach dem englischen Wort
Degree).

Definition 1. Knotengrad-Zentralitit
Sei v; € V dann ist die Knotengrad-Zentralitit des Knotens v; definiert als:
deg(vi)

=" 1.7 1,.. 2.1
CD(U’L) man deg(’l)j)’z’j E( ) 777’)7 ( )

wobei deg(v;) i € (1,..,n) fir den Knotengrad von dem Knoten v; und max; deg(v;)
fur den mazximalen Knotengrad im Graphen steht.

Die Normalisierung des Wertes muss nicht zwangslaufig iber den maximalen
Knotengrad geschehen. Man kann iiber die Anzahl der Knoten im Graphen
die Normalisierung ausfiihren (siehe |ZAL14]). In einem Graphen G = (V, E)
mit |V| = n gilt dann fiir Knoten v; ¢ € (1,..,n)

Cp(v;) = 2. (2.2)




2. Knoten-Zentralitat

Um genauer zu verstehen was die Knotengrad-Zentralitat aussagt, betrachte
man folgendes Beispiel: Soziale Netzwerke kann man als Graph interpretie-
ren, indem jeder Benutzer einem Knoten entspricht und Bekanntschaften un-
ter den einzelnen Benutzern den Kanten entsprechen. Somit wiirde ein hohe
Knotengrad-Zentralitat eines Benutzers bedeuten, dass er in dem Netzwerk
eine zentrale Rolle spielt.[WF94]
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a) Beispielgraph A b) Beispielgraph B

Abbildung 2.1.: Ungerichtete Beispielgraphen fiir die Berechnung der
Knotengrad-Zentralitat

Beispiel

Man betrachte den Graphen in der Abbildung Da Knoten 1 vier Kanten
besitzt, die ihn mit einem anderen Knoten verbinden, ist somit deg(1) = 4.
Der Beispielgraph hat insgesamt 8 Knoten, also ist der maximale Knotengrad
n—1=8—1=7. Aus den Werten lasst sich nun Cp(1) bestimmen.
deg(1) 4 4

—n_1—8_1—7—0,57l4 (2.3)
Zum Vergleich Cp(1) vom Graphen der Abbildung ist genau 1, da der
Knoten mit allen anderen Knoten verbunden ist. Bei einem vollstandigen Gra-
phen ist die Knotengrad-Zentralitidt wiederum fiir jeden Knoten gleich 1. Ab-
héngig vom Graphen ist ersichtlich, dass sich die Zentralitdten immens von-
einander unterscheiden.

Cp(1)

2.2. Eigenvektor

Ahnlich wie die Knotengrad-Zentralitit ist die Eigenvektor-Zentralitit sowohl
fiir gerichtete als auch ungerichtete Graphen definiert. Da in der Mathema-
tik das Thema Eigenwerte und Eigenvektoren mit Matrizen verbunden wird,



2.2. FEigenvektor

ist es nicht auBergewohnlich, dass bei der Berechnung der Zentralitdt auf die
Matrixreprasentation des Graphen zuriick gegriffen wird.

Definition 2. Figenvektor-Zentralitat

Sei G = (V, E) ein Graph, A die Adjazenzmatriz und \ ein konstanter Faktor
dann lasst sich die Eigenvektor-Zentralitit Cp(v;) Yv; € V, i € (1,..,n) wie
folgt bestimmen(ZAL1})].

CE(Ui> = i\ ilAj’iCE(vj) (24)

Die Gleichung lasst sich umformen, indem man die Zentralitat fiir alle
Knoten berechnet statt nur fiir einen. Dann gilt folgendes

1
Cp = XATCE (2.5)
Mg = ATCp (2.6)

Mit der Annahme, dass die Eigenvektor-Zentralitdten einen Spaltenvektor bil-
den, muss die Adjazenzmatrix transponiert werden, um die Matrixmultiplika-
tion korrekt ausfithren zu kénnen (siehe [Fis13]). Da A ein konstanter Faktor
ist, kann man den Umformungsschritt von der Gleichung[2.5]zur nachsten Glei-
chung [2.6] problemlos machen. Durch diese Umformung ist Sichtbar geworden,
dass C'g ein Eigenvektor der Adjazenzmatrix A ist.

ATCp — \Cp =0
(AT = A)Cr =0

Um die Eigenvektoren zu bestimmen, muss zuerst die Gleichung [2.8| gelost
werden. Da C'r Eigenvektoren sind, gilt ohne Beschrankung der Allgemeinheit
Cg # 0. Somit muss der Term AT — A\l = 0 sein. Als néichstes berechnet man
die Nullstellen mit Hilfe des charakteristischen Polynoms. Wenn die Eigen-
werte bestimmt wurden, muss man sich fiir einen \-Wert entscheiden. Hierzu
betrachte man folgendes Theorem.

Theorem 1. Perron-Frobenius aus dem Dokument [ZAL1j)]

Sei A die Adjazenzmatrix eines n-dimensionalen Graphen mit einer hohen
Dichte, dann existiert eine positiv reelle Zahl \yap auch Perron-Frobenius-
Figenwert genannt. Fir die gilt alle Figenwerte der Matriz A sind kleiner als
Amaz- Insbesondere existiert ein Figenvektor Up,q, passend zu Apmag-

Daher wahlt man den maximalen Eigenwert als A. Die Eigenvektor-Zentralitdten
lassen sich anschlieflend anhand der Gleichung [2.§ berechnen.



2. Knoten-Zentralitat
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a) Beispielgraph A b) Beispielgraph B

Abbildung 2.2.: Ungerichtete Beispielgraphen fiir die Berechnung der
Eigenvektor-Zentralitéit

Beispiel

Um das Vorgehen zu verdeutlichen, wird nun die Eigenvektor-Zentralitat der
beiden Beispielgraphen aus den Abbildungen und [2.2D] berechnet. Sei A
die Adjazenzmatrix des Graphen

011

1 01 (2.9)
1 10

Man berechne nun das charakteristische Polynom. Dafiir muss zu erst die De-
terminante von (A — AI) berechnet werden. Da hier die Adjazenzmatrix eine
3 x 3 Matrix ist, kann man die Regel von Sarrus verwenden. Bei Matrizen ho-
herer Dimension kann man den Laplaceschen Entwicklungssatz oder ahnliche
Verfahren in Anspruch nehmen (siehe [Fis13]).

0—x 1 1
det| 1 0-x 1 |=0 (2.10)
1 1 0—2X

Als Ergebnis der Determinanten-Rechnung erhélt man das charakteristische
Polynom:

N 43N+ 2. (2.11)

Durch das bestimmen der ersten Nullstelle kann das Polynom durch Polynom-
division vereinfacht werden. Die erste Nullstelle ist 2. Somit ist Folgendes zu
berechnen:

(=N +3X+2)/(A—2). (2.12)
Dadurch ergibt sich letztendlich als vereinfachtes Polynom:

—A=2)(A+ 12 (2.13)



2.2. FEigenvektor

Um jetzt die Nullstellen zu bestimmen, betrachtet man die einzelnen Terme
der Gleichung[2.13] Die Gleichung ist erfiillt falls —(A—2) = 0 oder (A+1) = 0.
Nun sieht man, dass es zwei Nullstellen gibt, die schon bekannte A = 2 und
eine weitere A = —1. Diese Nullstellen sind insbesondere die Eigenwerte der
Adjazenzmatrix 2.9} Als néchstes missen die Eigenvektoren bestimmt werden.
Nach dem Theorem [[] wiahlt man den maximalen Eigenwert, um die Eigenvek-
toren zu bestimmen. Nach dem Einsetzen des Eigenwerts in die Matrix [2.10
erhélt man:

0—A 1 1 c1 0
1 0-x 1 o|=0]. (2.14)
1 1 0—A C3 0

Fithrt man nun die Matrix-Vektor Multiplikation aus, erhélt man ein linea-
res Gleichungssystem. Das Gleichungssystem kann durch ein Verfahren nach
eigener Wahl berechnet werden, um folgenden Eigenvektor zu erhalten:

1
m=|1]. (2.15)
1

Fiir die Eigenvektor Zentralitat miissen die Werte zunachst normiert werden.
Fiir den Eigenvektor [2.15] gilt:

V(12 +12412) =3 (2.16)

Somit erhélt man folgende Werte fiir Cp:

Cp = (2.17)

S-S5l

Als zweites Beispiel soll die Eigenvektor-Zentralitiat des Graphen in der Abbil-

dung berechnet werden. Dementsprechend sei B die Adjazenzmatrix des
betrachteten Graphen.

0110
1011

B=|,1 01 (2.18)
0110

Ahnlich wie im vorherigen Beispiel muss man zuerst mit Hilfe des charakteris-
tischen Polynoms die Eigenwerte bestimmen, aus denen im néachsten Schritt



2. Knoten-Zentralitat

die Eigenvektoren berechnet werden. Im Anschluss werden die Eigenvektoren
normiert.

; ~0 (2.19)
0 1 1 -\

Aus der Rechnung ergibt sich das charakteristische Polynom der Form:
M BN A = A+ 1) (V=N —4). (2.20)

Das Polynom wird durch Polynomdivision in die oben sichtbare Form ver-
einfacht. Die Eigenwerte konnen abgelesen werden, indem man die einzelnen
Terme gleich null setzt und betrachtet fiir welchen A Wert der Term null er-
gibt. Die Eigenwerte der Matrix B sind:—1.5615, —1, 0, 2.5615. Somit ist
Amaz = 2.5615.

~2.6855 1 1 0 o 0
1 26855 1 1 ol o

det] 1 —2685 1 es| |0 (221)
0 1 1 —2.6855/) \es 0

Wird das entstehende lineare Gleichungssystem gelost, erhalt man die Eigen-

vektoren, die dann noch zu normieren sind. Die Eigenvektor-Zentralitaten des
Graphen der Abbildung sind dann:

0.4351
0.5573
0.5573
0.4351

Cp = (2.22)

Werden die zwei Graphen und die dazugehorigen Zentralitaten verglichen, er-
kennt der Betrachter deutliche Unterschiede. Der Graph A aus Beispiel 1 ist ein
vollstandiger Graph. Somit hatten alle Knoten dieselbe Eigenwert-Zentralitét.
Graph B hingegen hatte vier Knoten von denen sich die Knoten 1 und 4 sowie
2 und 3 dhneln. Dementsprechend hatten diese Knotenpaare einen identischen
Zentralitatswert. In den néachsten Unterkapiteln wird man sehen, dass sich
einige Zentralitdten an der Eigenvektor-Zentralitit orientieren.

2.3. Katz

Wie schon im letzten Unterkapitel erwahnt, gibt es einige Zentralitdtsmafle,
die der Eigenvektor-Zentralitat ahneln. Dazu gehort unter anderem die Katz-
Zentralitat. Der Nachteil der Eigenvektor-Zentralitat ist bei gerichteten Gra-
phen ohne ausgehenden Kanten bemerkbar, denn dann ist die Zentralitat fiir

10



2.3. Katz

den Knoten null. In diesem Fall ist es von Vorteil auf die Katz-Zentralitat
zuriick zu greifen. Zur Vermeidung von null-Zentralitaten wird bei der Katz-
Zentralitat ein Korrekturterm (5 addiert.

Definition 3. Katz-Zentralitat

Sei G = (V, E) ein Graph, A die Adjazenzmatriz und « eine Konstante, die
als Schranke dient. Dann ldsst sich die Katz-Zentralitit fir den Knoten v; € V
Vi € (1,..,n) wie folgt bestimmen (siche [ZAL1j)]).

OK(Ui) =« Z AjJ‘CK(Uj) + 6 (223)
j=1
Die Konstante « ist abhangig von dem maximalen Eigenwert der Matrix. Die
Vorgehensweise ahnelt der in Kapitel erlauterten Eigenvektor-Zentralitét.
Die Gleichung[2.23]1asst sich als Produkt von Matrizen und Vektoren auffassen.
Sei Uk der Vektor mit den Katz-Zentralitit Werten, A eine Adjazenzmatrix
und 1 ein Einservektor (alle Eintrage des Vektors sind 1). Dann gilt:

Cx = aATCk + p1. (2.24)

Im néchsten Umformungsschritt wird a AT O auf die linke Seite der Gleichung
gebracht, um dann Ck auszuklammern. Danach werden beide Seiten mit der
Inversen-Matrix (A Cy)~! multipliziert.

Cx — aATCx = p1 (2.25)

Cr(I —aA”) = p1 (2.26)

Cx(I —aATYI — aAT)™' = g1(I — aAT) ™! (2.27)
Cx = B —aA")™1 (2.28)

Die inverse Matrix liasst sich mit Hilfe des GauB-Jordan-Algorithmus bestim-
men. Zum Einfluss des Faktors « ist zu erwahnen, falls o = 0 ist, ist Cx = (.
Sobald aber « wéchst, sinkt der Einfluss des Korrekturterms § (siehe [ZAL14]).
Der o Wert wichst genau dann, wenn det(I — aAT) = 0 ist. Dies wiederum
bedeutet, dass a = § ist (folgt aus [ZAL14]). Wenn

(1 1\ r
(0D

und o = %, dann gilt:

11



2. Knoten-Zentralitat

Der Wert « sollte in Abhangigkeit von A, gewéhlt werden. In der Praxis

1

A’m.a.z

sollte a < sein.

Beispiel

Abbildung 2.3.: Beispielgraph zur Berechnung der Katz-Zentralitat

Sei nun A die Adjazenzmatrix des Graphen in der Abbildung und § = 0.2

wie auch im Beispiel von [ZAL14].

OO RO oo
O =R OO o

[ eNelNoll S

S oo~k OO

O OO+~ OO
O = = = O O

(2.32)

Wenn man nun die Eigenwerte der Matrix bestimmt erhalt man A, = 1.3953
also ist unser a = 0.5, a < ﬁ ist somit erfiillt.

CK == ﬂ([ — @AT)_ll

28,55
42/55
46/55
34/55
34/55
68/55

12

0.5090
0.7636
0.8363
0.6181
0.6181
1.2363

(2.33)

(2.34)



2.4. PageRank

Obwohl Knoten 6 keine ausgehenden Kanten besitzt, hat er doch die grofite
Zentralitit, da die eingehenden Kanten mit betrachtet werden. Als Vergleich
soll nun die Eigenvektor-Zentralitiat dieses Graphen berechnet werden.

0.6099
0.3553
0.4957

Cp = 0.4371 (2.35)
0.2546

0

Man sieht, dass die Ergebnisse der zwei Verfahren sich sehr unterscheiden.
Knoten 6 hat eine Zentralitat von 0 obwohl 3 eingehende Kanten vorhanden
sind, die aber in der Eigenvektor-Zentralitat nicht betrachtet werden. Bei sol-
chen Ausnahmeféillen liefert die Katz-Zentralitat verlasslichere Werte, als die
vorherigen Zentralitédten.

2.4. PageRank

Im Unterkapitel der Katz-Zentralitat wurde erklart, dass das Verfahren
im Falle von Knoten ohne ausgehenden Kanten zuverlédssigere Werte liefert.
Die Katz-Zentralitdt hat aber auch Nachteile. Wenn einem Knoten eine hohe
Zentralitat zugeordnet wurde, so iibergibt er diese an all seine Nachbarknoten.
Dies fithrt zu falschen Ergebnissen beziehungsweise zu Fehlinterpretation von
Daten. In diesem Sinne kommt man zum néachsten Zentralitatskonzept, dem
PageRanking. Die Grundidee der Zentralitit um das Problem zu umgehen ist,
dass man die erhaltene Zentralitat des Knotens durch die ausgehenden Kanten
teilt. So erhélt jeder Knoten eine angemessene Zentralitat. Die Suchmaschine
Google verwendet unter anderem ein PageRank Verfahren, um die Menge der
Webseiten prioritatsgerecht zu ordnen. Dabei werden die Webseiten als Knoten
in einem grofen Netzwerk(Graphen) betrachtet. Die Herleitung der Zentralitét
ahnelt stark der Eigenvektor- beziehungsweise Katz-Zentralitat.

Definition 4. PageRank-Zentralitdt
Sei G = (V,E) ein Graph, dann ist die PageRank-Zentralitit eines Knotens
v; € V definiert als

n

Z_j ]Zdez:&) BV € (1,.,n). (2.36)

wobei degoy.(v;) der outdegree - die Anzahl der ausgehenden Kanten - des
Knotens v; sei, o ein konstanter Faktor der als Schranke dient und B ein
Korrekturterm um null-Zentralitdten (wenn die Zentralitit eines Knotens null
ist) zu vermeiden.

13



2. Knoten-Zentralitat

Dies wurde beibehalten, jedoch ist die Gleichung|2.36{nur im Falle von degyy:(v;) >
0 definiert (siehe [ZAL14]). Da es leichter ist mit Matrizen zu rechnen als mit
den einzelnen Werten, ist es empfehlenswert die rekursive Definition umzu-
schreiben. Sei A eine Adjazenzmatrix, C'p ein Vektor mit den Zentralitats-
werten und D eine Diagonalmatrix mit den outdegree Werten der jeweiligen
Knoten. Es gilt:

Cp=aATCpD™" + B1. (2.37)

In der Gleichung wird mit der Inversen Matrix D~! multipliziert, da die
Division bei Matrizen nicht definiert ist, stattdessen multipliziert man mit der

Inversen. Es werden dieselben Umformungen durchgefiihrt wie bei der Glei-
chung Somit erhilt man folgende Gleichung:

Cp = B(I —aA"D™ M1 (2.38)

Bei der Wahl des a Werts halt man sich weiterhin an die Annahme aus dem
Kapitel a < —a wobei \,,q. der grofite Eigenwert sei. In den néchsten
zwei Belsplelen kann man gut erkennen, wie sich PageRank-Zentralitat bei
einer Veranderung des Graphen verhalt.

a) Beispielgraph A b) Beispielgraph B

Abbildung 2.4.: Graphen zur Berechnung der PageRank-Zentralitét

Beispiel
Sei A die Adjazenzmatrix des Graphen in der Abbildung
01 111
001 00O
A=lo 100 0 (2.39)
00 001
00010

14



2.4. PageRank

Da der Graph in der Abbildung gerichtete als auch ungerichtete Kanten ent-
hélt, muss die Matrix transponiert werden. Danach kénnen die Werte der Ma-
trix mit o multipliziert werden und die Matrizenmultiplikation zwischen A
und D~1 kann ausgefiihrt werden. Das Resultat ist weiterhin eine 6 x 6 Ma-
trix mit Nullen auf der Diagonalen. Im néchsten Schritt wird die Matrix A von
der Einheitsmatrix I subtrahiert. Das Ergebnis der bisherigen Rechenschritte
sicht man in

1 0 0 0 0
qow o Looo (2.40)
w000 15
=2 0 0 21

Zuletzt muss die Matrix invertiert und mit 5 und 1 multipliziert werden. Dann
erhdlt man einen Vektor mit folgenden Zentralitatswerten.

0.2
2.45
2.45 (2.41)
2.45
2.45

Cp

Wenn man jetzt die Werte naher betrachtet, sieht man das Knoten 1 die ge-
ringste Zentralitdt hat, obwohl er mit allen weiteren Knoten im Graphen ver-
bunden ist. Der ihm zugewiesene Wert lédsst sich durch seine fehlenden ein-
gehenden Knoten begriinden. Somit ist Knoten 1 im ganzen Graphen isoliert
und deswegen hat er eine sehr geringe Zentralitét.

Zum Vergleich wird nun der zweite Graph aus der Abbildung berechnet
der nur ungerichtete Kanten besitzt. Sei B die Adjazenzmatrix des Graphen
der Abbildung 2.4b]und D die dazugehorige Diagonalmatrix.

01111 4000 0

10100 02000
B=|11000[,D=|00200 (2.42)

10001 00020

10010 0000 2

Fiithrt man nun die selben Rechenschritte aus wie im Beispiel 1, dann erhalt
man folgende Werte:

16.20
8.448
8.448 | . (2.43)
8.448
8.448

Cp

15



2. Knoten-Zentralitat

Die Zentralitdten haben sich signifikant verdndert. Da Knoten 1 nun auch ein-
gehende Kanten besitzt und die zwei Fraktionen im Graphen somit miteinander
verbunden sind, hat Knoten 1 eine wesentlich hohere Zentralitat als die restli-
chen Knoten. Dies zeigt, dass auch kleine Modifikationen der Graph-Struktur
zu wesentlichen Verdnderungen der Zentralitdten fithren.

2.5. Closeness Centrality

Die zuletzt erlauterten Zentralitdten lehnen sich grofitenteils an die Eigenvektor-
Zentralitat an. Die closseness-Zentralitat hingegen weicht davon ab, hier wird
anhand der kiirzesten Pfade die Relevanz der Knoten bestimmt. Der Grund-
gedanke des Verfahrens ist, dass zentrale Knoten mit kleinerem Aufwand die
iibrigen Knoten im Graphen erreichen kénnen. Unter diesem Aufwand ver-
steht man die durchschnittliche Léange des kiirzesten Pfades vom betrachteten
zu allen weiteren Knoten. Ein kiirzester Pfad zwischen den Knoten s — ¢ sei
eine Folge von Kanten deren Startpunkt der Knoten s sei und der Endpunkt
Knoten t. Insbesondere gilt, dass die Summe der Kantengewichte entlang des
kiirzesten Pfades minimal ist.

Definition 5. closseness-Zentralitdit
Sei G = (V, E) ein Graph und v; € V', dann ist die closseness-Zentralitit des
Knotens v;,1 € (1,..,n) definiert als:

Colv) =

lavg

(2.44)

wobet lg,g = (n—il) Yvitv; lij die durchschnittliche Lange der kirzesten Pfade

bezeichnet, deren Startpunkt der Knoten v; ist.

Zur Berechnung der kiirzesten Pfade kénnen unterschiedliche Verfahren ver-
wendet werden. Der wohl bekannteste Algorithmus zur Bestimmung von kiir-
zesten Pfaden ist der von Dijkstra (siche |Lei+01]). Jedoch ist davon abzu-
raten, da die kiirzesten Pfade von allen Knoten aus benétigt werden und der
Algorithmus nur die kiirzesten Pfade von einem Knoten aus berechnet. Der
Algorithmus von Dijkstra ist ein gieriger Algorithmus.

Definition 6. Gieriger Algorithmus nach [KT06] Ein Algorithmus, der eine
Entscheidung beziiglich seiner Riickgabe lokal optimal trifft und eine solche
Entscheidung nicht mehr revidiert, wird als gieriger Algorithmus bezeichnet.

Es werden alle Kanten, die zu benachbarten Knoten fiihren, betrachtet und
die Kante mit dem geringsten Gewicht wird ausgewahlt. Dieser Vorgang wird
solange wiederholt bis der Zielknoten erreicht ist. Somit miisste man den
Algorithmus fiir jeden Knoten einmal ausfithren, was wiederum sehr ineffi-
zient ist. Eine wesentlich leichtere und auch etwas bessere Losung ist es den
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2.5. Closeness Centrality

Algorithmus von Floyd zu verwenden (siehe [Flo62]). Der Algorithmus berech-
net die kiirzesten Pfade fiir alle Knoten. Der Algorithmus verwendet intern
folgendes Lemma:

Lemma 1. (Bellman Kriterium) nach [Bra01)
FEin Knoten v ist ein Bestandteil des kiirzesten Pfades von s — t, wenn ly =
lsw + lot, | sei die Linge der Pfade.

Die Vorgehensweise des Algorithmus ist also das Vergleichen der Pfade, die
einen Zwischenknoten enthalten, mit der direkten Kante und das auswahlen
des giinstigeren Weges. Nach erfolgreichem Durchlauf des Algorithmus, enthélt
die iibergebene Adjazenzmatrix die minimalen Distanzen von dem betrachte-
ten Knoten zu jedem anderen Knoten. Daraus kénnen dann die durchschnitt-
lichen Langen berechnet werden, um daraus die Zentralitaten zu bestimmen.
Folgendes Beispiel soll die Vorgehensweise erlautern.

Algorithmus 1 Algorithm 97 Shortest Path, Robert W. Floyd siehe [Flo62]

Require: integer i, j, k; real inf; inf := 10
1. // Schieife der Zwischenknoten.
2: for :=1ton do

3: // Schleife der Startknoten.
4:  for j:=1ton do
5: // Die innere Schleife wird nur dann ausgefihrt wenn,
6: /] es eine Kante gibt von Startknoten bis zum Zwischenknoten.
7: if m[j][i] < inf then
8: // Schleife der Endknoten
9: for k:=1 ton do
10: /] Wenn eine Kante vom Zwischenknoten bis zum Endknoten
11: /] existiert wird geprift, ob der Weg tiber den Zwischenknoten
12: // glinstiger ist als die direkte Kante.
13: if m[i][k] < inf then
14: if m[j][i] + m[i][k] < m[j][k] then
15: mljl[k] <= min(m[j][k], m[j][s] + m[i][k]);
16: end if
17: end if
18: end for
19: end if
20: end for
21: end for

22: return shortest Path

Beispiel

Sei A die Adjazenzmatrix des Graphen in der Abbildung[2.5] Um den Algorithmus
von Floyd anwenden zu kénnen, verdndere man die Werte. Alle nicht existie-
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2. Knoten-Zentralitat

renden Kanten miissen unendlich gesetzt werden.

2
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Man geht alle Zeilen und Spalten durch und vergleicht, ob die direkte Kante
giinstiger ist als ein Pfad durch einen Zwischenknoten. So ergeben sich folgende
kiirzesten Pfade mit dem Zwischenknoten 1 das heifit bei Betrachtung der
ersten Zeile, Spalte:

2—=4)=02—=1)+(1—4): (2.46)
(2—=6)=(2—1)+ (1 = 6); (2.47)
4—=2)=4—1)4+(1—2) (2.48)
4—=6)=4—1)+ (1 —6); (2.49)
6—2) =(6—1)+(1—2): (2.50)
(6—=4)=(6—1)4+(1—4); (2.51)

Nun muss dieses Vorgehen fiir alle Zeilen und Spalten ausgefiihrt werden. Als
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Abbildung 2.5.: Graph zur Berechnung der Closseness-Zentralitét

Endergebnis erhélt man die Matrix mit der Lange der kiirzesten Pfade.

(2.52)
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2.6. Betweenness Centrality

Um daraus die Zentralitdten zu bestimmen, muss zuerst die durchschnittliche
Lénge der kiirzesten Pfade [,,, berechnet werden. Dafiir addiert man die Zei-

lenwerte der erhaltenen Matrix und dividiert durch n — 1. Als letzten Schritt

berechnet man % Fur den Knoten 1 heif3t das:

l(l'U

lowg = (2+5+2+5+5)/5=19/5 (2.53)
1 1 5
avg 5

Dies muss fiir die restlichen Knoten wiederholt werden und man erhélt folgen-
den Vektor mit den Zentralitaten.

0.263
0.217
0.185
Co = 0.994 (2.55)
0.217

0.2

Knoten 1 und 4 haben die hochste Zentralitat im Graphen. In einem Sozialen
Netzwerk bedeutet dies, dass die Benutzer ein hoheres Ansehen haben bezie-
hungsweise bekannter sind.

2.6. Betweenness Centrality

Ein weiteres Zentralitatsmafl ist die sogenannte betweenness-Zentralitat. Der
Name betweenness centrality wurde von Freeman eingefithrt (siehe [Fre77]).
Ahnlich zur Closeness-Zentralitat werden fiir die Berechnung die kiirzesten
Pfade des Graphen benotigt. Die betweenness-Zentralitat lésst sich unabhéngig
vom Kantengewicht bei gerichteten und ungerichteten Graphen bestimmen.
Diese Zentralitat liefert eine Aussage iiber die Knoten des Graphen anhand
der Anzahl der kiirzesten Pfade, die den betrachteten Knoten passieren. Die
betweenness-Zentralitiat hat viele Verwendungsstellen: Social Media Analyse
oder auch als Ranking von Webseiten [Bra01]. Somit kommt man zur Definition
dieses Zentralitatsmafles.

Definition 7. Sei G = (V, E) ein Graph und v € V' ein Knoten. Dann gilt:

(v

Cpv)= > 75(v). (2.56)
s,teV Ost
s#t#v

wobei oy fiir die Anzahl der kiirzesten Pfade zwischen Knoten s und t steht und
ost(v) fiir die Anzahl der Pfade, die noch zusdtzlich den Knoten v passieren.

Insbesondere diirfen der Start- und Endpunkt nicht derselbe Knoten sein.
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2. Knoten-Zentralitat

Definition 8. Seien s,t,v € V' dann ist die Paar-Abhdngigkeit o5 (v) definiert
als Anteil der kiirzesten Pfade von s nach t in denen Knoten v enthalten ist,
von der Gesamtanzahl der kiirzesten Pfade von s nach t. Es gilt:

() = 22t (2.57)

Ost

Hat man die Zentralitdten berechnet, sollte man in der Regel normalisieren,
da es sonst keinen guten Vergleich mit anderen Graphen gibt. Es ist empfeh-
lenswert iiber die Anzahl der moglichen Kanten zu normalisieren. Fiir einen
Graphen mit n Knoten bedeutet das, dass fiir jeden Knoten der berechnete
Wert durch (n — 1)(n — 2) dividiert werden muss. So erhélt man dann Werte
aus dem Intervall [0, 1]. Wie schon erwahnt, gibt es mehrere Moglichkeiten die
kiirzeste Pfade zu berechnen. Dementsprechend gibt es auch mehrere Verfahren
zur Berechnung der betweenness-Zentralitit. Zum Zéhlen der kiirzesten Pfade
gibt es ebenfalls verschiedene Moglichkeiten. In der Literatur [Bra0l] werden
zwei Ansétze erwahnt: Der Algebraische und der Kombinatorische Weg.

Lemma 2. Algebraisches Zihlen der Pfade einer bestimmten Lange nach [Bra01]
Sei A* die k-te Potenz der Adjazenzmatriz eines ungewichteten Graphen, dann
enthdlt A*(s,t) die Anzahl der Pfade von Knoten s nach t der Linge k.

Beweis. des Lemmas [2| nach [Juk07]

Beweis durch vollstdndige Induktion iiber k.

Induktionsanfang: k£ = 1 Die erste Potenz der Matrix ist die Originalmatrix.
Sie enthalt die direkten Verbindungen zwischen den Knoten ¢ und j. Das ist
immer erfiillt.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges jedoch
festes k € N.

Induktionsschritt: £k — k + 1

Die Potenzierung der Matrix ist mit anderen Worten die Multiplikation der
Matrix mit sich selbst. Nach der Definition der Matrixmultiplikation, wird jede
Zeile mit jeder Spalte multipliziert. Das heifit, fiir A¥*1(i, j) wird die i-te Zeile
mit der j-ten Spalte multipliziert. Es gilt:

ARG 5) =3 AL t) - AR(t, ). (2.58)

t=1

Da es sich um eine Adjazenzmatrix handelt, ist A**1(i, j) genau dann ungleich
null, wenn A(i,t) = 1ist V ¢t € (1,...,n). Dann ist A(i,t) - A*(¢,5) = A*(t, j).
Nach der Induktionsvoraussetzung gilt, dass A*(t, j) Pfade der Linge k enthlt
(von t nach j). Da A(i,t) = 1 ist also die Kante existiert, enthalt A*+1(7, §)
Pfade - von ¢ nach j - der Lange k + 1. Es folgt, dass die Gleichung die
Anzahl aller Pfade - von i nach j - der Lange k + 1 angibt. O
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2.6. Betweenness Centrality

Mit diesem Vorgehen kann man in ungewichteten Graphen alle kiirzesten Pfa-
de bestimmen, da alle Kanten das Gewicht w = 1 haben. Jedoch ist dieses
Verfahren sehr kostenintensiv und daher nicht empfehlenswert. Eine einfache
Lésung ist es, den Algorithmus von Floyd (siehe [Flo62]) zu modifizieren. Man
kann die Zeile 12 im Algorithmus [I] erweitern und die Vorgénger speichern.
Dies funktioniert folgendermaflen: In dem Schritt bei dem die Lénge des Pfa-
des (s = v) + (v — t) geringer ist als die Lange des Pfades s — ¢, wird v
zum Vorganger des Knotens ¢. Mithilfe dieser Vorganger-Matrix pred konnen
alle kiirzesten Pfade rekonstruiert und abgespeichert werden. Wenn alle kiir-
zesten Pfade wiederhergestellt sind, ldsst sich die betweenness-Zentralitéit fiir
jeden Knoten durch das Berechnen und Aufaddieren der Paar-Abhéngigkeiten
bestimmen. Alternativ kann auf das Wiederherstellen der kiirzesten Pfade ver-
zichtet werden, stattdessen kann die Anzahl der kiirzesten Pfade zwischen zwei
Knoten auf kombinatorischem Weg bestimmt werden.

Lemma 3. Kombinatorisches Zihlen der kiirzesten Pfade nach [Bra01]
Seien s,t € V und s # v dann gilt:

Osp = Z Osu-

u€pred(s,v)

Dieses Lemma lasst sich folgendermaflen interpretieren: Da s ungleich v ist,
enthélt der kiirzeste Pfad zwischen s und v mindestens einen Zwischenknoten
u. Dieser Knoten ist aber dann in der Vorganger-Matrix pred enthalten. Falls
der kiirzeste Pfad mehrere Zwischenknoten passiert, so sind alle Vorgénger
in der Matrix pred enthalten und man erkennt, dass es sich um eine rekursive
Formel handelt. Die Korrektheit des Lemmas folgt aus dem Beweis von [Bra01].

Beweis. von Lemma [3| nach [Bra01]

Da alle Kantengewichte positiv sind, gilt fiir jeden kiirzesten Pfad s — v, wenn
u — v die letzte Kante ist:

Die Distanz von s — wu ist kleiner als die Distanz von s — v. Nun folgt die
Gleichung aus dem Bellman-Kriterium (Lemma , da diese Feststellung fiir
jeden Vorganger von u gilt.

s —=u=s5— pred(u) + Wpred(w)u (2.59)

Somit ist die Anzahl der kiirzesten Pfade von s — v gleich der Summe der
kiirzesten Pfade von s — w fiir alle Vorganger u des Knotens v.
O

Die meisten Verfahren zur Berechnung der betweenness-Zentralitat tendieren
zu einer Laufzeit O(n?). Ulrik Brandes ver6ffentlichte in seinem Artikel A Fas-
ter Algorithm for Betweenness Centrality“ einen Algorithmus fiir ungerichtete
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2. Knoten-Zentralitat

und ungewichtete Graphen, der mit einer Laufzeit von O(|V'||E|) die Zentrali-
tat bestimmt (siehe Algorithmus . Der Algorithmus basiert auf der Berech-
nungsvorschrift . Um die Summen-schreibweise der Paar-Abhéngigkeit
nicht immer explizit angeben zu miissen, wird die Abhédngigkeit definiert.

Definition 9. Die Abhdngigkeit nach |Bra01)]
Fiir die Knoten s,v € V ist die Abhdngigkeit definiert als:

55(1}) = Z 5515(7)) (260)

teV

Zur Berechnung der Abhangigkeit des Knotens v auf allen kiirzesten Pfaden,
deren Startpunkt der Knoten s ist, kann folgende Berechnungsvorschrift ver-
wendet werden:

)= 3 I+ a(w). (2.61)

wwepred(s,w) Tsw

Um die Korrektheit zu beweisen, ist noch eine Voriiberlegung erforderlich.
Dafiir wird ein weiteres Lemma eingefithrt mit der Annahme, dass es zwischen
zwei Knoten genau einen kiirzesten Pfad gibt.

Lemma 4. nach [Bra01)
Wenn es genau einen kiirzesten Pfad zwischen den Knoten s und t gibt, gilt
folgendes fiir die Abhdngigkeit des dazwischen liegenden Knotens v:

S = Y (1+4,(w)).

w:wepred(s,w)

Beweis. des Lemma [ nach [Bra01]
Da angenommen wurde, dass es genau einen kiirzesten Pfad zwischen zwei
beliebigen Knoten s und ¢ gibt, bilden die Knoten und Kanten der kiirzesten
Pfade eine Baumstruktur. Wenn Knoten v ein Teil dieser Baumstruktur ist,
dann ist v fiir alle seine Kinderknoten, ein Teil des kiirzesten Pfades von s bis
zu dem Kind von v. Knoten v ist fiir alle seine Kinderknoten der Vorgénger.
Das heif3t, fur alle Knoten s, t gilt d4(v) ist 1, wenn v der Vorgénger von ¢ ist,
sonst 0. Somit ist d5(v) ist die Summe vom dem Pfad s — v und alle kiirzesten
Pfade s — t, fiir die gilt v ist ein Vorganger fiir Knoten ¢t. So ergibt sich die
zu zeigende Formel.

O

Jetzt lasst sich die Korrektheit der Berechnungsvorschrift beweisen, da sie
eine Verallgemeinerung des Lemma [] ist.

Beweis. der Berechnungsvorschrift nach [Bra0l]

Da mehrere kiirzeste Pfade existieren, muss die Definition der Paar-Abhéngigkeit
fiir einen Knoten v erweitert werden in d4 (v, e). Sei e = (v, w) die Kante, die
Bestandteil des kiirzesten Pfades sein muss, damit Knoten v im kiirzesten Pfad
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2.6. Betweenness Centrality

enthalten ist. Die Paar-Abhangigkeit d, (v, e) driickt damit den Anteil der kiir-
zesten Pfade von s nach ¢, die iiber die Kante e und den Knoten v laufen, tiber
die gesamten kiirzesten Pfade von s nach ¢ aus. Somit ergibt sich die Gleichung:

ost(v,e)

Ost

dst(v,€) =

(2.62)

Jetzt kann man die neu definierte Paar-Abhéngigkeit in die Gleichung des
Lemmas 3] einsetzen und erhélt:

58(1}) = Z 551?(@) (263)

teV

=Y Y bl (v > w)) (2.64)

teV wwepred(s,w)

= > Y a0 > w) (2.65)

w:wepred(s,w) teV

Sei w ein beliebiger Knoten, fir den gilt, dass v € pred(s,w). Da oy, die
Anzahl der kiirzesten Pfade zwischen s und w bezeichnet, ist dies gleich der
Anzahl der kiirzesten Pfade zwischen s und dem Vorgénger, also v und der
Kante e = (v,w). Das heifit, fiir beliebige Knoten s und ¢t # w gilt: 2204 (v)

kiirzeste Pfade enthalten den Knoten v und die Kante e. Somit verandert sich
die Paar-Abhéngigkeit der Knoten folgendermaflen:

Osy. firt =w
(5315(?},6):{0?5%(0) fur t # w
Osw Ost

Setzt man das nun in d,(v) ein, erhdlt man die zu zeigende Gleichung.

63(1)) = Z Z 551‘(7}; 6)) (266>

w:vEpred(s,w) teV

-y (O y Tl (2.67)
= Y 2 46,(w). (2.68)

wwEpred(s,w) -~ W

O

Algorithmus[bestimmt fiir ungewichtete Graphen die betweenness-Zentralitit.
Zeile 1 - 9: Die duflere For-Schleife iteriert tiber alle Knoten, sodass der In-
halt fiir jeden Knoten einmal ausgefiihrt wird. Um den betrachteten Knoten
und dessen Nachbarknoten abzuspeichern, werden aus Effizienz-Griinden eine
Warteschlange (Queue @) und ein Stapel (Stack S) verwendet. Der aktuell
betrachtete Knoten s wird am Anfang der dufleren For-Schleife an das Ende
der Warteschlange hinzugefiigt.
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2. Knoten-Zentralitat

Zeile 10 - 24: Die While-Schleife arbeitet die Warteschlange ab. Zu Beginn
wird ein Knoten vom Anfang der Warteschlange entfernt und auf den Sta-
pel gelegt. Danach werden alle Nachbarn des Knoten s besucht und es wird
entschieden ob sie ein Teil des kiirzesten Pfades sind. Alle Nachbarn, die im
kiirzesten Pfad vorkommen, werden zur Warteschlange hinzugefiigt. Auflerdem
wird die Anzahl der kiirzesten Pfade fiir den jeweiligen Nachbarknoten ange-
passt und die Vorganger werden gesetzt.

Zeile 25 - 36: Die zweite While-Schleife arbeitet den Stapel ab, berechnet die
Abhéangigkeiten, die in der Zeile 25 initialisiert werden - mithilfe der Berech-
nungsvorschrift - fiir jeden Knoten und anhand dessen die betweenness-
Zentralitat des Knotens. Um die betweenness-Zentralitat weiter zu erlautern,
betrachte man folgendes Beispiel.

Beispiel

Abbildung 2.6.: Graph zur Berechnung der betweenness-Zentralitét

Als erstes miissen alle kiirzesten Pfade des Graphen der Abbildung be-

rechnet werden. Dann erhalt man beispielhaft folgende kiirzesten Pfade deren
Startpunkt der Knoten 1 ist:

1—=2

1—-2—3
1—-2—-3—-5
1-2—-3—-5—4

Wenn alle kiirzesten Pfade bestimmt wurden, miissen die Paar-Abhéngigkeiten
berechnet werden. Werden diese aufaddiert, erhélt man die betweenness-Zentralitét
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fiir den jeweiligen Knoten. Somit wéire 27, 6;(2) die betweenness-Zentralitit
fiir den Knoten 2.

(2.69)

:‘71

Das heifit man erhalt % + % + % = 3, da Knoten 2 genau in 3 kiirzesten Pfaden
vorkommt in denen er kein Anfangs- und Endknoten ist (siche Abbildung2.69)).
Wird dies fiir alle Knoten berechnet, erhalt man folgende Werte:

Nun koénnen die Werte - wie schon am Anfang des Kapitels erwdhnt - norma-
lisiert werden, indem man jeden Wert durch (n — 1)(n — 2) dividiert, wobei
n = |V] ist. In diesem Fall also (5 — 1)(5 — 2) = 4 -3 = 12. Die normierten
betweenness-Zentralitdten des Graphen sind:

Cp(1) = 0.2
Cp(2) = 0.2
Cp(3) = 0.833
Cp(4) = 0.2
Cp(5) = 0.2

Man erkennt eindeutig das Knoten 3 eine hohe Relevanz im Graphen hat, da
er beide Teile des Graphen verbindet.

2.7. Zusammenfassung der Knoten-Zentralititen

Dieses Unterkapitel dient als Zusammenfassung der bisher erwahnten Zen-
tralitdten. Es werden alle Zentralitidten anhand eines Graphen bestimmt, um
einen Vergleich darzustellen. Hierfiir betrachte man folgende Abbildung 2.7

Betrachtet man die Tabelle so erkennt man, dass die verschiedenen Zen-
tralititen nahezu dieselben Knoten als wichtig einordnen. Knoten 4 ist bei
jedem Verfahren tiber 50%, da er die Subgraphen miteinander verbindet. Des-
halb spielt er eine zentrale Rolle im Graphen. Bei der Knotengrad-Zentralitat
werden die Knoten (1,2, 3,6,7,8) als gleich wichtig eingeordnet, im Gegensatz
zu den anderen Verfahren. Die weiteren Zentralitédten betrachten (1,8) und
(2,3,6,7) dhnlich. Bei der Bewertung von dem Knoten 5 weicht die between-
ness-Zentralitat auffallend von den anderen Zentralitaten ab. Da Knoten 5 in
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2. Knoten-Zentralitat

Abbildung 2.7.: Graph zur Berechnung der betweenness-Zentralitét

Knoten ‘ CD ‘ CE ‘ OK ‘ CP ‘ CC ‘ CB ‘

1 0.2857 | 0.2577 | 0.2854 | 0.3403 | 0.1750 | 0.0476
0.2857 | 0.3334 | 0.3376 | 0.3250 | 0.3888 | 0.2857
0.2857 | 0.3334 | 0.3376 | 0.3250 | 0.3888 | 0.2857
0.7142 | 0.6059 | 0.5636 | 0.5200 | 0.5384 | 0.7619
0.1428 | 0.2340 | 0.2519 | 0.2740 | 0.3333 | 0.0000
0.2857 | 0.3334 | 0.3376 | 0.3250 | 0.3888 | 0.2857
0.2857 | 0.3334 | 0.3376 | 0.3250 | 0.3888 | 0.2857
0.2857 | 0.2577 | 0.2854 | 0.3403 | 0.1750 | 0.0476

COl | O U = W D

Tabelle 2.1.: Verschiedene Zentralitdten des betrachteten Graphen. Als o und
Wert wurden 0.3 und 0.2 gewéhlt.

keinem kiirzesten Pfad als Zwischenknoten vorkommt, besitzt er eine Zentra-
litdt von 0, im Gegensatz zu der Closeness-Zentralitat die dem Knoten 0.333
zuordnet. Bei den Werten der Eigenvektor-, Katz- und PageRank-Zentralitat
bemerkt man einen klaren Zusammenhang. Die Abweichung der Werte ist we-
sentlich kleiner als bei der Closeness- oder Knotengrad-Zentralitat. Der Un-
terschied zwischen Eigenvektor- und Katz-Zentralitat wiirde sich bei einem
gerichteten Graphen deutlicher bemerkbar machen, da Knoten ohne ausge-
hende Kanten eine Zentralitat von 0 erhalten wiirden.

Letztendlich unterscheiden sich die Werte der verschiedenen Verfahren, doch
die globale Aussage iiber die Knoten des Graphen ist gleichartig. Knoten 4 hat
die hochste Zentralitat gefolgt von Knoten 2,3,6 und 7.

26



2.8. Anwendungen/weiterfiithrende Literatur

2.8. Anwendungen/weiterfiihrende Literatur

Zentralitidten werden an vielen Stellen verwendet, hauptséchlich beim Ana-
lysieren eines Sozialen- oder Biologischen-Netzwerks. Die weiterfithrende For-
schung der betweenness-Zentralitat ist in dieser Hinsicht sehr interessant, da
einige Algorithmen darauf basieren. Es werden natiirlich Verfahren gesucht,
welche die Zentralitdt schneller und effizienter auswerten. Aber auch unkon-
ventionelle Methoden bleiben nicht auflen vor. M. E. J. Newman veroffent-
lichte einen Artikel (siche [New05]), der sich mit der Berechnung der between-
ness-Zentralitdt anhand randomisierter Traversierung beschéftigt. Der Gedan-
ke dahinter ist, dass fiir jeden Knoten gezahlt wird wie oft er besucht wur-
de bei einem zufalligen Durchlaufen des Graphen. Des Weiteren wurde der
im Kapitel gezeigte Algorithmus von Ulrik Brandes, der fiir eine schnel-
le und kostengiinstige Berechnung der Zentralitdten parallelisiert. Dies wurde
im Artikel [Mad+09] ausfihrlich veranschaulicht. Durch das Parallelisieren
kann ein Speed-Up von nahezu 5 erzielt werden. Eine weitere Verwendung
beschreibt der Artikel ,Skill characterization based on betweenness“ (siehe
[SB09|). Der in dem Artikel beschriebene Algorithmus bedient sich der between-
ness-Zentralitat, um sich fiir bestimmte Aufgaben automatisiert die Fahigkei-
ten anzueignen. Dieser Algorithmus stammt aus dem Bereich der kiinstlichen
Intelligenz.
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2. Knoten-Zentralitat

Algorithmus 2 Algorithmus zur Berechnung der betweenness-Zentralitat,
Ulrik Brandes (siehe [Bra0Ol]).

Require: Cglv] < 0,v € V;
1: for s € V do

2:  // Initialisierung der einzelnen Komponenten.
3: S + empty stack;
4:  Plw] < empty list, w € V;
5. o[t] < 0,t € Vs o[s] « 1;
6: dt] «+ —1,t € V; d[s] + 0;
7 @ + empty queue; enqueue s — Q;
8 /] Fir jedes Element der Warteschlange werden die Nachbarn besucht,
9:  // kiirzeste Pfade werden aufgebaut.
10:  while Q not empty do
11: dequeue v < @Q; push v — 5}
12: for all neighbor w of v do
13: // Unbetrachtete Knoten werden an die Warteschlange @ angehdingt.
14: if d[w] < 0 then
15: enqueue w — Q; djw] < d[v] + 1;
16: end if
17: if djw] = d[v] 4+ 1 then
18: // Anzahl der kiirzesten Pfade werden angepasst,
19: // v wird als Vorginger des Knotens w gesetzt.
20: olw] + o[w] + o[v];
21: append v — P[w];
22: end if
23: end for
24:  end while
25:  Ofv] + 0,v € V;
26:  while S not empty do
27: pop w < S;
28: // Die Paar-Abhdngigkeiten werden berechnet.
29: for v € Plw] do
30: Slv] < 8[v] + 2 - (1 + dfuw));
31: // Die betweenness-Zentralitit des Knotens w wird gesetzt.
32: if w # s then
33: Cplw] + Cplw] + o[w];
34: end if
35: end for
36: end while
37: end for

28



3. Kanten-Zentralitat

Im letzten Kapitel wurden die verschiedenen auf Knoten basierenden Zentra-
litdten besprochen. Dieses Kapitel beschrankt sich auf die edge betweenness,
die betweenness-Zentralitat fiir die Kanten des Graphen. Mit diesem Thema
beschaftigten sich M. E. J. Newman und M. Girvan als erstes, dies wird aber
im Laufe des Kapitels noch ausfithrlicher erklért.

3.1. Theoretische Hintergriinde

Wie schon erwédhnt basiert die edge betweenness auf der betweenness-Zentralitét.
Fiir einen Graphen G ist zur Berechnung der edge betweenness jeder Kante die
Auswertung aller kiirzesten Pfade von G mithilfe der vorgesehenen Algorith-
men (Dijkstra, Floyd, 0.4.) notwendig. Danach wird die Anzahl der kiirzesten
Pfade von s nach t, die Kante e enthalten, berechnet. Die edge betweenness ei-
ner Kante lasst sich sowohl bei gerichteten als auch bei ungerichteten Graphen
bestimmen.

Definition 10. Sei G = (V, E) ein Graph und e(i,j) € E eine Kante, dann
ist die Kanten betweenness-Zentralitat von e definiert als:

CE(e) = 3 249 (3.1)

s,teVvV Ost
s#£t

wobei oy fir die Anzahl der kiirzesten Pfade - von Knoten s nach t - steht.

Die Berechnung der Kanten-Zentralitdt kann mithilfe des angepassten Floyd-
Algorithmus aus Kapitel durchgefiithrt werden. In diesem Fall betrachtet
man nicht die kiirzesten Pfade in denen der Knoten v vorkommt sondern die
Start- und Endknoten der Kante e(i,j). Das Normalisieren der Werte kann
iiber den maximalen Zentralitatswert geschehen. Die Laufzeit des modifizier-
ten Floyd-Algorithmus ist ©(|V]?). Falls es erwiinscht ist, konnen beide Zen-
tralitdten gleichzeitig berechnet werden. Betrachte man folgendes Beispiel zum
Verstandnis des Vorgehens.

Beispiel

Sei G = (V,E) der Graph aus der Abbildung Berechnet man nun die
kiirzesten Pfade mit dem Algorithmus von Dijkstra (siehe [Lei+01]), erhalt
man die kiirzesten Pfade Ergebnisse aus Tabelle [3.1
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3. Kanten-Zentralitat

'Kante | Edge Betweenness
@ @
4->0 0.8571
2->0 0.7142
3->4 0.7142
3->2 0.7142
0->1 0.5714

Abbildung 3.1.: Der Beispielgraph und edge betweenness-Werte.

Jetzt muss fiir jede Kante e gepriift werden in wie vielen kiirzesten Pfaden sie
enthalten ist. Beispielweise ist die Kante (3,2) in 5 kiirzesten Pfaden enthalten.
Somit hat Kante e(3,2) einen edge betweenness Wert von CE(e) = 5. Hat

\0: \1:\2: \3: \4: \
0—1 - 12—=0 3—2 4—=0

0—3 - 12=0—=3 3—4 4 —=0—1
0—=+3—=-2|- |2=20—=23—=-4]3—=2-=0 4—=0—=3
0—=3—=4|- |- 3—-4—-0 4—=-0—3—=2
- - |- 3—=2—=20—>1]-

- - - 3—+4—=-0—>1]-

Tabelle 3.1.: Alle kiirzesten Pfade des Beispielgraphen.

man die Werte fiir alle Kanten bestimmt, kann man sie normalisieren. Der
maximale edge betweenness Zentralitdtswert betragt 7 (siche Kante (0, 3)). Fir
jede wird nun der erhaltene Wert durch 7 dividiert und man erhéalt die Werte
aus der Abbildung Alternativ konnen die Werte auch anhand der Anzahl
moglicher Kanten normalisiert werden. Bei einem Graphen mit n Knoten ware
das (n—1)-(n—2).

3.2. Praktische Umsetzung

Die edge betweenness wurde von M. E. J. Newman und M. Girvan eingefiihrt.
Ihr Artikel ,,Community structure in social and biological networks” wurde
2002 veroffentlicht. Der Algorithmus, der in diesem Artikel beschrieben wird,
kann im Rahmen der community analysis genutzt werden. Das Konzept der
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3.2. Praktische Umsetzung

edge-betweenness wurde verwendet, um Graphen hierarchisch in Teilgraphen
aufzuteilen.

Die community analysis ist ein Bereich der Informatik, die sich mit der Identi-
fizierung von Gruppen, Cliqguen oder auch sogenannten communities beschéf-
tigt (siche [ZAL14]). Diese Gruppierungen in zum Beispiel sozialen Netzwer-
ken haben eine Gruppenkohasion, anhand der sie bestimmt werden konnen.
Es gibt verschiedene community detection Algorithmen, die nach verschiede-
nen Merkmalen communities bestimmen. Man teilt die Community Detection
Algorithmen in zwei Kategorien ein: Group-Based Community Detection und
Member-Based Community Detection. Der Girvan-Newman Algorithmus be-
stimmt die hierarchischen communities und gehort daher zu den Group-Based
community detection Algorithmen. Das Auffinden der communities geschieht
in folgenden Schritten(siehe |[GN02|):

1. Berechne den edge-betweenness Wert zu jeder Kante im Netzwerk.
2. Entferne die Kante mit dem hochsten C5 Wert.
3. Berechne den edge-betweenness Wert zu den restlichen Kanten.

4. Fiihre Schritt 2-3 solange aus bis keine Kanten mehr vorhanden sind.

Durch das Entfernen der Kanten deren edge-betweenness hoher ist, bilden sich
unverbundene Gruppierungen, dies sind die communities. Die entfernten Kan-
ten sind sogenannte intergroup edges, die Gruppierungen im Netzwerk verbin-
den. Es bleiben die schwachen Verbindungen innerhalb der communities. Durch
Verwendung des Newman Algorithmus (siehe [New01]) ist die Berechnung der
betweenness-Werte fiir einen Graphen G = (V, E) in O(|V||E|) Zeit moglich.
Da nach jeder entfernten Kante die betweenness neu berechnet werden muss,
bendtigt der Girvan-Newman Algorithmus asymptotisch O(|E|?|V|) Zeit. Man

Abbildung 3.2.: Ein Beispielgraph der communities enthélt.

betrachte folgendes Beispiel:
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3. Kanten-Zentralitat

Beispiel

Sei G = (V, E) der ungerichtete Graph aus der Abbildung [3.2] Es sollen nun
die communities mithilfe des Girvan-Newman Algorithmus bestimmt werden.
Der erste Schritt ist es, die betweenness-Werte der jeweiligen Kanten zu be-
stimmen und die Kante(n) mit dem maximalen Wert zu extrahieren. In die-
sem Beispiel wére es, wie man in der Abbildung [3.3] erkennt, die Kante von
Knoten 8 nach 9. Diese Kante wird nun entfernt, dadurch erhélt man zwei

] 8-> 9

I
0.5784313725490197 9-> 10
0.45098039215686275 2-> 3
0.39215686274509803 9 -> 14
0.3333333333333333 4-> 6

0.27450980392156865 7-> &

1 o sossossaiseeess 12 -

Abbildung 3.3.: Der Beispielgraph nach der ersten Iteration des Girvan-Newman
Algorithmus.

Giant Components, die man auch als zwei communities auffassen kann. Nach
dem Entfernen der Kante wird die Fdge-betweenness erneut berechnet und die
Kanten mit dem hochsten betweenness Wert werden wieder entfernt. In der
dritten Iteration sieht der Graph wie in Abbildung[3.4aus und die Kanten ha-
ben die dort sichtbaren edge betweenness-Werte. Wie schon erwahnt, werden

1.0 i
M 4-> 6
M 4-> 8
0] o-> 7
0] 7-> 8
0.6665656666600666 1-> 2
0.6665666666666666 2 -> 3
0.6665666666665666 10 -> 11
0.6665656666665666 10 - 13
0.6665656666665666 11 - 12
0.6665666666665666 12 -> 13
1->3
9->»14
11-»13

Abbildung 3.4.: Der Beispielgraph in der dritten Iteration des Girvan-Newman
Algorithmus.

diese Schritte solange ausgefiihrt bis keine Kanten mehr vorhanden sind. In je-
der Iteration werden mehr Kanten mit demselben betweenness Wert entfernt.
Nach dem erfolgreichen Durchlaufen des Algorithmus kann entschieden werden
wie viele communities man annehmen mochte. Bei diesem Beispiel sollen vier
communities gefunden werden. Das Endergebnis wird in den Abbildungen [3.5)
veranschaulicht.
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3.3. Anwendungen/weiterfiihrende Literatur

P
@ 1 i

@’

()
2

a) Die vier gesuchten communities im b) Umgeformter Graph basierend auf
Beispielgraph. den communities.

Abbildung 3.5.: Das Endergebnis des Girvan-Newman community detection
Algorithmus auf dem Beispielgraph.

3.3. Anwendungen/weiterfiihrende Literatur

Das Konzept der edge-betweenness von M. Girvan und M. E. J. Newman
wird an vielen Stellen verwendet, viele Algorithmen basieren darauf. Bei der
Analyse von sozialen- und biologischen Netzwerken wird sehr haufig auf edge-
betweenness beziehungsweise auf den Girvan-Newman Algorithmus zuriickge-
griffen. Im Artikel wird eine weitere Form der Kanten-Zentralitéit
eingefithrt. Die sogenannte Spanning Edge-Betweenness, die statt kiirzesten
Pfaden minimale Spannbédume des Netzwerks betrachtet und anhand dessen
die Kanten-Zentralitit bestimmt. In dem Artikel wird ein paralleler
Algorithmus eingefiihrt. Gruppierungen in biologischen Netzwerken kénnen
so noch schneller erkannt werden. Dafiir werden die edge betweenness-Werte
parallel berechnet. Eine weitere Verwendung der edge-betweenness findet man
im Artikel [ATV07]. Es werden virtuelle communities bestimmt anhand der
Musikrichtung, die der Benutzer bevorzugt. Zum Schluss ist noch der Arti-
kel zu erwihnen, in dem unter Verwendung der edge betweenness
und betweenness-Zentralitat (betweenness centrality) ein Layout-Algorithmus
konstruiert wird, um Graphen iibersichtlicher visualisieren zu kénnen.
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4. Implementierung

In diesem Kapitel wird die Struktur und der Ablauf des angefertigten Pro-
gramms erldutert. Insbesondere wird auf die Implementierung der between-
ness-Zentralitat fiir Knoten und Kanten eingegangen.

4.1. Architektur

Ablauf des Programms

Das Ziel war es ein Programm zu entwickeln, das aus einem Datensatz einen
Graphen erstellt und dessen Knoten und Kanten bewertet. Die Bewertung
sollte anhand der in Kapitel 2.6] und [3| eingefiihrten Zentralitiaten geschehen.
Der genaue Ablauf ist in der Abbildung sichtbar. Das Programm nimmt
ausschlieflich Dateien des Formats .GEXF an. Mithilfe des Programms Ge-
phi(siehe [BHJ09]) kénnen Dateien eingelesen und als .GEXF Datei exportiert
werden. Wenn die gewiinschte Datei in das passende Format umgewandelt wur-
de, kann das Programm gestartet werden, um den Import auszufithren. Nach
dem erfolgreichen Import wird der Graph visualisiert und die Algorithmen kon-
nen anschliefend ausgefithrt werden. Standardméfig werden alle berechneten
Werte angezeigt und der Graph dementsprechend angepasst. Natiirlich ist es
auch moglich den Graphen samt berechneten Zentralitdten zu exportieren. Der
Graph wird wie zum Zeitpunkt des Imports in eine .GEXF Datei exportiert.
So konnen die Werte zu einem spéteren Zeitpunkt wieder aufgerufen werden.

Visualisiert les
Graphen und

der berechneten
Werte

Abbildung 4.1.: Ablauf des Programms. Die visuelle Darstellung des Imports, Ex-
ports, der Berechnungen und der Visualisierung.
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4. Implementierung

Externe Bibliotheken

Zum Importieren und Exportieren wurde das Gephi Tool-Kit verwendet. Ob-
wohl das Tool-Kit ein Visualisierungs-Modul enthalt, wurde stattdessen eine
weitere Bibliothek verwendet. Die GraphStream Library (siehe [Dut+07]) ist
eine dynamische Graph Bibliothek, daher kann der Graph zur Laufzeit veran-
dert werden. Somit konnen zum Beispiel Knoten zur Laufzeit zum Graphen
hinzugefiigt oder auch entfernt werden. Um die Korrektheit der Algorithmen
zu gewahrleisten, wurden diese mithilfe von JUnit-Tests getestet. Ansonsten
wurden keine externen Bibliotheken verwendet.

Struktur

Zum strukturierten Programmieren sollte man sich an einem Entwurfsmus-
ter der Software-Entwicklung orientieren. Beispielsweise am MVC(Model- View-
Controller) oder die daraus hervorgegangene Form MVP(Model- View-Presenter).
Bei dem MVP Entwurfsmuster sind die Datenhaltungsklassen (Model) und die
Visualisierungsklassen (View) voneinander getrennt und kénnen tiber den Pre-
senter kommunizieren. Es gilt dabei, dass fiir die Komponenten die Schnitt-
stellen definiert werden miissen, welche in der Java Umgebung als Interfaces
bekannt sind. Die Klassen-Struktur des Programms weicht aber etwas von
dem MVP Entwurfsmuster ab, statt Schnittstellen wurden abstrakte Klassen
erstellt. Wie man in der Abbildung des UML Diagrammsﬂ erkennt, hat

pkgwolf

|
Model

AbstractGraphModel
I ——

1
VAN

View

GraphView

BCAlgoListener

EBAIgoLsitener OptionsButtonListener

I ———————
I
esetStyleListener

ResetStyleLists

ExportListener

ImportListener
—

Algorithm
WeightedCentrality

ity | [ Edgecentraiity |[ Nodecentratty |
1} il {

Abbildung 4.2.: UML Digramm zur Ubersicht der Klassen-Struktur. Das aus-
fithrliche Diagramm ist im Anhang aufzufinden (siehe Abbildung

).
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4.2. Umsetzung der Algorithmen

die ImportExport Klasse assoziative Verbindungen zu den Klassen Graph-
Model und GraphPresenter. Beim Starten des Programms wird dem Gra-
phPresenter ein leeres GraphModel tibergeben. Beim Importieren muss ein
neues GraphModel erstellt und dem GraphPresenter iibergeben werden, des-
wegen ist diese Verbindung notwendig. Es wurden noch weitere Konzepte aus
der Software-Entwicklung verwendet. Die Synchronisation zwischen den Be-
rechnungen und der Visualisierung wurde mithilfe des Beobachter Musters zu-
stande gebracht. Natiirlich wurde beachtet, dass samtliche Berechnungen auf
einem separaten thread durchgefiihrt werden und das der event dispatching
thread (EDT) sich nur um die Visualisierung kiimmert.

4.2. Umsetzung der Algorithmen

Wie schon im letzten Unterkapitel erwéhnt wurden insgesamt zwei Algorith-
men implementiert. Die betweenness-Zentralitat fiir Knoten und Kanten. Bei
der Knoten betweenness-Zentralitat wird zwischen gewichteten und nicht ge-
wichteten Graphen unterschieden. In Kapitel wurden mehrere Moglich-
keiten erlautert, um die Knoten betweenness-Zentralitat zu berechnen. Hier
wurde auf die Variante des Floyd Algorithmus zuriickgegriffen, um alle kiir-
zesten Pfade bei gewichteten Graphen zu berechnen und zu speichern. Bei
ungewichteten Graphen ist der Algorithmus von Floyd nicht empfehlenswert.
Aus diesem Grund wurde der Algorithmus von Brandes nach dem Algorithmus
implementiert.

Bei dem Floyd-Algorithmus kann nach der Abfrage, ob es sich beim aktuellen
Pfad um einen Teil eines kiirzesten Pfades handelt, der Zwischenknoten als
Vorgéanger in die Vorgédngermatrix eingetragen werden.

for (int k = 0; k < capacity; k++) {
for (int i = 0; i < capacity; i++) {
if ((distanceMatrix[i][k] '= Double.POSITIVE_INFINITY))
for (int j = 0; j < capacity; j++) {
if (distanceMatrix[k][j] '= Double.POSITIVE_INFINITY) {
if (((distanceMatrix[i][k] +
distanceMatrix[k][j]) < distanceMatrix[i]l[j])) {
distanceMatrix[i][j] = distanceMatrix[i] [k]
+ distanceMatrix[k][j];
predMatrix[i][j] = predMatrix[k][j];
}
}
}
}
}

Listing 4.1: Berechnung der kiirzesten Pfade wund das Vermerken der
Vorgingerknoten.

1Zum Erstellen der Diagramme wurde das Programm Astah verwendet. Stand: 7.9.2015
URL:http://astah.net/
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4. Implementierung

Die Vorgéngermatrix muss zuerst initialisiert werden (siehe Listing [A.1]) und
erst danach kann der Floyd-Algorithmus durchgefiihrt werden. Im Listing
sieht man, dass ein Knoten erst dann eingetragen wird, wenn die Kosten tiber
diesen Knoten zu gehen kleiner sind als beim aktuellen kiirzesten Pfad(anfangs
ist dies die direkte Kante). Wenn dies geschehen ist, miissen anhand der Vor-
géngermatrix die kiirzesten Pfade wiederhergestellt und abgespeichert werden.
Dies geschieht in der reconstructPath()-Methode fiir jeweils zwei Knoten
(siehe Listing . Die kiirzesten Pfade werden fiir jeden Anfangs- und End-
knoten in einer Liste abgespeichert. Die im Listing zu sehende # dient
als Trennzeichen. Die eigentliche Berechnung der Betweenness Centrality folgt
nachdem fur alle Knotenpaare die kiirzesten Pfade bestimmt wurden.

private void recomstructPath(int i, int j) {

if (i == j) {
path +="#" + i + "#";
} else {
if (predMatrix[i][j] == null) {
path 4=y
} else {

reconstructPath (i, predMatrix[il[j]);
path += j + "#";
}
}
}

Listing 4.2: Die kiirzesten Pfade zwischen Knoten i und j werden wiederhergestellt
und abgespeichert

Die Methode countPathThrough(Integer v) berechnet die Paar-Abhéangigkeiten

und summiert diese auf. Die Methode wird fiir jeden Knoten aufgerufen und
das Ergebnis, also die betweenness-Zentralitit, wird fir den jeweiligen Knoten
gesetzt. Dabei werden alle Bedingungen gepriift. Zum Beispiel darf der An-
fangsknoten nicht der Endknoten sein beziehungsweise der betrachtete Knoten
v darf weder Anfangs- noch Endknoten sein.

In der Funktion calculateBetweennesCentrality() wird dann countPath-
Through (Integer v)(sieche Anhang Listing fiir jeden Knoten im Graph
aufgerufen und der Wert wird in einem Vektor gespeichert. Dieser Vektor wird
an den GraphPresenter weitergegeben, der dann die Zentralitatswerte im Gra-
phen fiir jeden Knoten setzt. Die Berechnung der edge betweenness wurde nur
fiir gewichtete Graphen implementiert. Zuerst wird die Methode im Listing
[A.J] ausgefithrt, danach miissen die kiirzesten Pfade wiederhergestellt werden.
Um im néchsten Schritt die Kanten betweenness-Zentralitat zu berechnen, wird
die Methode countPathThrough(Integer v) erweitert (siehe Listing oder
im Anhang Listing [A.2). Da die kiirzesten Wege - zwischen i nachj - gezéhlt
werden miissen, in denen die betrachtete Kante vorkommt, sind die Uberga-
beparameter der Anfangs- und Endknoten der gewihlten Kante. Ahnlich wie
bei der Knoten betweenness-Zentralitat wird die Paar-Abhéngigkeit delta be-
rechnet. In dieser wird gezéahlt wie viele kiirzeste Pfade es von Knoten ¢ nach
j gibt, welche die betrachtete Kante enthalten. Diese Anzahl wird dann durch

38



© 00 O U WN

4.2. Umsetzung der Algorithmen

die Zahl aller kiirzesten Pfade von Knoten ¢ nach j dividiert (siehe Listing
. Diese Methode wird fiir jede Kante einmal aufgerufen, um die Zentrali-
tét zu bestimmen. Der GraphPresenter weist anschliefend jeder Kante den
Zentralitatswert zu.

if (i '= j) {
if ((paths[il[j]l.get(k).startsWith("#" + i + "#"))
&& (paths[i][j].get(k).endsWith("#" + j + "#"))) {
sigma++;
if (paths[i]J[j].get(k).contains("#" + source + "#" + target + "#")) {
sigmaE++;
}
}
}

Listing 4.3: Ein Teil der veranderten countPathThrough Methode zum Berechnen
der Kanten betweenness-Zentralitit. Die ganze Methode ist im Anhang
unter Listing [A.2]sichtbar.
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5. Evaluation

Dieses Kapitel bezieht sich auf die Auswertung von Datensétzen. Es werden
verschiedene Daten verwendet und die erhaltenen Werte werden verglichen.
Die Datensétze wurden nach verschiedenen Kriterien ausgewéhlt. Es wurde
auf eine kleine Anzahl der Knoten und Kanten Wert gelegt. Essentiell fiir
die edge betweenness war es, dass der Graph communities enthalt, damit der
Girvan-Newman Algorithmus anschauliche Ergebnisse liefert.

5.1. Daten

Insgesamt wurden drei Datensdtze verwendet und ausgewertet. Es wurden
moglichst kleine Datensétze verwendet, um den Zeitaufwand der Berechnung
der Zentralitdten zu minimalisieren.

e  Zachary’s karate club“ [Zac77|
e  Political Blogs“ |[AGO5|

e Les Miserables* [KKK93|

,Zachary’s karate club® ist ein bekanntes Netzwerk eines Universitat Karate-
Klubs, das als ungerichteter und ungewichteter Graph modelliert wird. Dieses
Beispiel Netzwerk ist sehr verbreitet in der community analysis. Der zweite Da-
tensatz enthélt Verbindungen zwischen politischen Blogs aus den USA. Dieser
Graph ist gerichtet und ungewichtet. Zum Schluss wurde noch der ungerichtete
und gewichtete Graph Les Miserables untersucht. Der Graph enthélt Worter
aus dem Roman von Victor Hugo.

Auf den verschiedenen Graphen wurden verschiedene Algorithmen ausgefiihrt.
Die Ergebnisse dazu folgen im nachsten Unterkapitel.

5.2. Ergebnisse

Zachary’s karate club: Auf diesen Graphen wurde die Methode zur Be-
rechnung der Betweenness-Zentralitat fiir ungewichtete Graphen angewendet.
Da diese Methode basierend auf dem Algorithmus von Brandes implementiert
wurde, benétigt die Berechnungen O(|E||V]) Zeit. Der Graph besitzt 77 Kno-
ten und 254 Kanten, davon sind folgende Knoten am zentralsten: 1, 43, 33,
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5. Evaluation

3, 32. Knoten 1 hat eine Zentralitat von 0.43 (sieche Abbildung [5.1]) und wird
daher auch als roter Knoten visualisiert. Der orange Knoten ist der Knoten 34
und hat einen Zentralitdtswert von 0.304. Diese zwei Knoten stehen im Klub
fiir den Trainer und den Prasidenten des Klubs. Des Weiteren sind die Knoten
33, 3, 32 als griine Knoten gekennzeichnet, das heifit ihr Wert unterscheidet
sich nur minimal.

Abbildung 5.1.: Betweenness-Zentralitdtswerte im Graphen ,Zachary’s karate
club®

Political Blogs: Der Graph der politischen Blogger mit 224 Knoten und
19025 Kanten, hat wesentlich mehr Verbindungen als der vorherige. Die grofite
Zentralitat unter den Bloggern hat der Knoten mit Namen blogsforbush.com
mit einem Wert von 0.1461, gefolgt von atrios.blogspot.com mit 0.06088 und
instapundit.com mit 0.05103. Die Abbildung[5.2] zeigt das Ranking der Knoten
nach der Betweenness-Zentralitéat.

| b_Iogsfoﬂlsh.com

Abbildung 5.2.: betweenness-Zentralitdt Ranking im Graphen ,,Political Blogs* vi-
sualisiert mit Gephi.

Les Miserables: Da es sich hier um einen gewichteten Graphen handelt
wurde, die Betweenness-Zentralitdat mithilfe des Floyd-Algorithmus berechnet.
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5.2. Ergebnisse

Aus den 77 Knoten und 254 Kanten kristallisieren sich 6 besonders zentra-
le Knoten heraus. Die Werte der Knoten sind in der Tabelle [5.1] abgebildet.
Der Algorithmus zur Bestimmung der edge betweenness lieferte folgende Wer-

] Name \ Zentralitat ‘
Valjean 0.4778
Gavroche 0.3259
Muyriel 0.1768
Fantine 0.1438
Javert 0.1347
Theanardier 0.1301

Tabelle 5.1.: Die Knoten Betweenness-Zentralitdten des Graphen Les Miserables.

te: Die Kanten, welche die Knoten mit einer hohen Betweenness-Zentralitat
verbinden, erhalten sinngemafl einen hoheren edge betweenness Wert. Somit
hat die Kante zwischen Gavroche und Valjean den héchsten Wert mit 0.1989,
hingegen die Kante zwischen MmeHucheloup und Gavroche nur einen Wert
von 0.022. Die zweit zentralste Kante ist die zwischen Valjean und Myriel
mit einer edge betweenness von 0.1989. Es folgen noch die Kanten zwischen
Theanardier— Gavroche, Valjean— Marguerite und Thenardier— Fantine mit
den Werten 0.0940, 0.0680 und 0.0659. Insbesondere gibt es viele Kanten mit
Zentralitatswert 0, da sie nicht in den kiirzesten Pfaden vorkommen. Im Graph

s

4
»,.
e

N

Abbildung 5.3.: Die Visualisierung der einzelnen zwischenschritte des Girvan-
Newman Algorithmus|GN02].

lassen sich communites finden, daher wurde der Girvan-Newman Algorithmus
mit Hilfe des Programms ausgefiihrt bis zum Erkennen von 5 Gruppierungen.
Nach der vierten Iteration kristallisierte sich die erste community heraus wie
man im ersten Bild der Abbildung[5.3]sehen kann. Nach jeder entfernten Kan-
te wurde die edge betweenness neu berechnet und die Kante mit dem hochsten
Wert wurde dann wiederum entfernt. Das zweite Bild zeigt die Iteration 23 an.
Man sieht, dass sich noch eine Kante zwischen zwei Gruppierungen befindet.
Diese Kante wurde von dem Programm mit roter Farbe gekennzeichnet, da
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5. Evaluation

Abbildung 5.4.: Die Visualisierung der communites, die der Girvan-Newman
Algorithmus[GNO02] lieferte.

sie die hochste Zentralitat besitzt. Die néchste community wurde nach dem
Entfernen der Kante 23—11 in der 33sten Iteration sichtbar. Das Verfahren
wurde bis zur 64sten Iteration durchgefithrt nach der die fiinfte community
gefunden wurde (siehe Abbildung [5.3| viertes Bild).

In den finf communites sind die Mittelpunkte die ersten sechs zentralsten Kno-
ten aus der Abbildung [5.1] Es ldsst sich ein klarer Zusammenhang zwischen
der Knoten- und Kanten-Zentralitit erkennen.

Die zwei Algorithmen zur Berechnung der Knoten-Betweenness-Zentralitat
unterscheiden sich in der Laufzeit immens. Dies ist schon bei einem Graphen
der Grolenordnung vergleichbar zu ,,Political Blogs“ bemerkbar. Fiir den ,,Po-
litical Blogs* Graphen hat die Berechnung der Zentralititen, basierend auf dem
Floyd Algorithmus und unter einem Prozessor mit 2.4 GHz Taktfrequenz, 11
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5.2. Ergebnisse

Minuten und 41 Sekunden benotigt. Der Algorithmus von Brandes hingegen
benotigte bei demselben Graphen und unter selben Bedingungen nur 49 Se-
kunden.
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6. Fazit

Die Zentralitatskonzepte der Graphen spielen eine wichtige Rolle. Mithilfe der
Knoten- und Kanten-Zentralitaten konnen Zusammenhange beziehungsweise
Unterschiede zwischen den Komponenten identifiziert werden. Auflerdem wer-
den die Zentralitdten in verschiedenen Algorithmen verwendet. Als Teil der
Suchalgorithmen in einer Suchmaschine (siche Kapitel bis zum identifizie-
ren von Gruppierungen in sozialen- und biologischen-Netzwerken (siehe Kapi-
tel . In den ersten Kapiteln wurden wie gefordert auf die wichtigsten Zen-
tralitatskonzepte anhand von Beispielen eingegangen. Bei den Betweenness-
Zentralitaten hat man feststellen konnen, dass es viele Moglichkeiten zur Rea-
lisierung gibt. Der aktuell schnellste und effizienteste Algorithmus ist der von
Brandes (siehe [Bra0l]). Es gibt dazu verschiedene Implementierungen zu den
verschiedenen Typen von Graphen.

Das entwickelte Programm bietet eine gute Vorlage zum Einbinden von neu-
en Zentralitdten beziehungsweise zum Optimieren der implementierten Algo-
rithmen. Es ist empfehlenswert bei grofleren Datensétzen eine parallelisierte
Version der Algorithmen zu verwenden. Durch die Implementierung von zwei
Knoten basierten Betweenness Centrality Algorithmen konnten gute Verglei-
che erzielt werden.

Bei der Visualisierung sollte bei grofieren Graphen gegebenenfalls auf die open
Source Software Gephi zuriick gegriffen werden, da das Standard Layout von
der GraphStream Bibliothek die Knoten schnell uniibersichtlich positioniert.
Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass dieser Themenbereich weiterhin aktu-
ell sein wird durch die verbreitete Anwesenheit der sozialen- und biologischen-
Netzwerke aber auch durch die Verwendung von Graph-Strukturen in weiteren
Bereichen.
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A. Anhang

private void calculateShortestPathes () {

// initialize the Matrix with the predeccessor value
predMatrix = new Integer[capacity][capacityl;
paths = new LinkedList [capacity][capacityl];

// initialize the value in the predeccessor Matrix
for (int i = 0; i < capacity; i++) {
for (int j = 0; j < capacity; j++) {
paths[i][j] = new LinkedList<String>();
predMatrix [i]J[j] = null;

if ('(i == j || distanceMatrix[i]J[j] == Double.POSITIVE_INFINITY)) {

predMatrix [i]1[j] = i;
}
}
}

// find the shortest Path and enter the predeccessor value
for (int k = 0; k < capacity; k++) {
for (int i = 0; i < capacity; i++) {
if (distanceMatrix[i][k] < Double.POSITIVE_INFINITY)
for (int j = 0; j < capacity; j++) {
if (distanceMatrix[k][j] < Double.POSITIVE_INFINITY)
if (((distanceMatrix[i][k] + distanceMatrix[k][j]) <
distanceMatrix[i][j1)) {

distanceMatrix[i][j] = distanceMatrix[i][k] + distanceMatrix[k

1031
predMatrix[i][j] = predMatrix[k][j];
}
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protected double countPathThrough(Integer source, Integer target) {
double delta = 0;

for (int i = 0; i < capacity; i++) {
for (int j = 0; j < capacity; j++) {
double sigmaE = 0;
double sigma 0;

for (int k = 0; k < paths[il[j]l.size(); k++) {
if (iot= §) {
if ((paths[i][j].get(k).startsWith("#" + i + "#"))
&& (paths[il[j].get(k).endsWith("#" + j + "#"))) {
sigma++;
if (paths[i][j]l.get(k).contains("#" + source + "#" + target +
") o
sigmaE++;
¥
}
}
}
if (sigma == 0) {
delta += 0;
} else {
delta = delta + (sigmaE / sigma);
}
}
}
return delta;

}

"y

Listing A.2: Die Methode countPathThrough zum Berechnen der Betweenness

Centrality Werte fiir Kanten.
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A. Anhang

protected double countPathThrough(Integer v) {
double delta = 0;
for (int i = 0; i < capacity; i++) {
for (int j = 0; j < capacity; j++) {
double sigmaV = 0;
int sigma = 0;
for (int k = 0; k < paths[i]l[j].size(); k++) {
if (!(paths[il[j]l.get(k).startsWith("#" + v + "#"))
&& !'((paths[il[j].get(k).endsWith("#" + v + "#")))) {
if ((paths[i][j]l.get(k).startsWith("#" + i + "#"))
&& (paths[il[j].get(k).endsWith("#" + j + "#"))) {
sigma++;
if (paths[i][j]l.get(k).contains("#" + v + "#")) {
sigmaV++;
}
}
}
}
if (sigma == 0) {
delta += 0;
} else
delta = delta + (sigmaV / sigma);
}
}
return delta;

}

Listing A.3: Die Methode countPathThrough zum Berechnen der Betweenness
Centrality Werte.
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A. Anhang

AbstractGraphStruct
#nodes | HashMap<integer NodeStruct>
#edges : HashMap<Integer EdgeStruct>
+gethodes() : HashMap<Integer NodeStruct>

+ getEdges() : HashMap<Integer EdgeStruct>
+ gethode(index : nteger) : NodeStruct

+ setNode(node : NodeStruct, index : int) : void
+ setEdge(edge : EdgeStruct, index - int) : void
+ getEdge(index  Integer) : EdgeStruct

- model
+addNode(node : NodeStruct, index: int) - void mode

+addEdge(edge : EdgeStruct, index : int) : void
+ getPresenter() : GraphPresenter
+ setPresenter(presenter : GraphPresenter) : void

GraphStruct

+ GraphStruct()

+ getPresenter() : GraphPresenter

+ setPresenter(presenter : GraphPresenter) : void
+ gethodes() : HashMap<Integer NodeStruct>
+addNode(node : NodeStruct, key :int) : void

ImportExport

+ setNode(node : NodeStruct, index int) : void
+ setEdge(edge : EdgeStruct, index  int) ; void - graph
+addEdge(edge : EdgeStruct, key: int): void
+getEdges() : HashMap<Integer EdgeStruct>
+operation0() : void

+ getNode(index : Integer) : NodeStruct

+ getEdge(index : Integer) : EdgeStruct

- graphstrjict

NodeStruct

- projectController : ProjectController

- workspace : Workspace

- importController : ImportControlier

- container : Container

file: File

- graphModel : Graphiodel

- gephiGraph - Graph

- dynamicProcessor : DynamicProcessor
- progress - int

nportExport

#ImportExport(ile  File, presenter : GraphPresenter)
#importGraph()  int

+init() : void

+getProgress()  int

+ getGraphStruct() : AbstractGraphStruct

+ exportPicture(): void

+ exportToGEXF(file : File) : void

-id-int

- adjacencylD : int

- information : String

- betweennessCentrality - double

+ NodeStruct(id :int)

+getiD() : int

+setiD(id: int) void

+ getNewlD() : int

+ setNewlD(adjacencylD : int): void

+ getinformation() : String

+ setinformationinformation: String) : void
+ getBetweennessCentrality() - double
+setB

ntrality : double) : void

+ getWeight() : double
+ double) : void
+ getSourceNode() : NodeStruct

+ getEdgeBetweenness() : double

Abbildung A.2.:

o4

EdgeStruct
- weight  double
i
- edgeBetweenness : double
- sourceNode + EdgeStruct(weight : double, keySourceNode : NodeStruct, keyTargethode : NodeStruct, id - int)

()
~tergethods + setSourceNode(sourceNode - NodeStruct) - void
+ getTergetNode() - NodeStruct
+ setTargetNode(targetNode : NodeStruct): void
+getD): int

+ setEdgeBetweenness(edgeBetweenness : double) : void

Detailiertes UML Diagramm. (Model)



# presenter

AbstractGraphPresenter

- capacity : int

- ebCalculated : boolean
- bcCalculated : boolean
- directed : boolean

- bcNormalize - boolean

- ebMNormalize : boolean

+ getView() : GraphView
+ setView(view . GraphView) . void

ImportExport

- projectController : ProjectController

- workspace : Workspace

- importController : ImportController

- container: Container

- file : File

- graphModel : GraphModel

- gephiGrapn : Graph

- dynamicProcessor | DynamicProcessor
- progress : int

+ setModel{model : AbstractGraphStruct) : void
+ getlmporter() : ImportExport

+ setimporter{imp : ImportExpert) : veid

+ getCentrality() : Centrality
+appendToLog(string : String) : void

+ getCapacity() : int

+ setCapacity(capacity : int) : void

+ getModel) : AbstractGraphStruct
+isBcNormalize() . boolean

+ setBcNormalize(bcNormalize : boolean) : void

presenter

+isDirected() : boolean

+ setDirected(directed : boolean) : void
+isEbMNormalize() : boolean

+ setEbNormalize(ebMormalize : boolean) : void
+isEbCalculated() : boolean

portExport

#ImportExport(file : File, presenter : GraphPresenter)
#importGraph() : int

+init() : void

+ getProgress() : int

+ getGraphStruct() . AbstractGraphStruct

+ exportPicture() : void

+ exportToGEXF(file : File) : void

Abbildung A.3.: Detailiertes UML Diagramm. (Presenter)

+ setEbCalculated(ebCalculated . boolean) : void
+isBcCalculated() : boolean

+ setBeCalculated(beCalculated : boelean) : void

+ getlmportExport() : ImportExport

+ setimportExport(importExport : ImportExport) : void
+ setCentrality(centrality : Centrality) : void

|

GraphPresenter

- centralityValue : double[]

- maxBCValue : double

- ebetweenessValue : doublef]]

- weightedAdjacencyMatrix : double[]]

+ GraphPresenter{model : AbstractGraphStruct, view : GraphView)
+ createWeightedAdjacencyMatrix() : void
+ vizualiselmportedGraph() ; void

+ graphimport(file : File) : ImportExport

+ graphExport(file : File) : ImportExport

+ calculateEB() : void

+ calculateBC() : void

+ visualizeEB() : void
+visualizeEELabel() : void
+visualizeBC() : void

+ visualizeBCLabel() : void

+ makeAScreenShot() : void

+ getinformationToNode(id : String) : String

%)
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Anhang

WeightedCentrality

# distanceMatrix: doublef]]
#predStack - LinkedList<Integer>[)
# counterMatix . Integer(|

#paths - LinkeaList=String>{11
#shortestPaths - Integer(]

#norm: boolean centrality

- directed : boolean

+ Centrality(distanceMatrix - double]], norm - boolean, directed : boolean)
- calculateShortestPathes(): void

- reconstructPath(i - int - int) void

# countPathThrough(source : Integer, target - Integer) : double

# countPatiThrough(v - Ineger) - double

+isDirected(): boolean

matrix: double(l]
- beValues © doublef]
- maxVal : double =0

+ Uneighted

+ calculateBC() : double[]
+ getMaxVal() - double

double(], presenter

NodeCentrality

EdgeCentrality

- betweennesCentrality  doublel]
- maxValue : doudle
- normValue : double

- edgeBetweenness * double]
- normValue * double =0

+ NodeCentrality{distanceMatrix - doublefJ, norm : boolean, directed: boolean)
+ calculateBetweemnesCentralty() - doublef]

# countPathThrough(y : Integer) - double

+ getiVaxValue() - doudle

+ Edgef double[J, norm : boolean, directed * boolean)
+ calculateEdgeBetweenness() - double]
# countPathThrough(source - Integer, target - Integer) - double

Abbildung A.4.: Detailiertes UML Diagramm. (View)




GraphView

p rsionUID - long = 62663106489433075441
graph: Graph = new MuliGraphnull("Graph")
- viewer : Viewer = new Viewer.

-view : View = viewer addDefaultView(false)
- gc: GridBagConstraints

- menubar : JMenuBar

- fileMenu : JMenu

- algoMenu : JMenu

- importitem - JMenuitem

- savePic : JMenuttem

- exportiem : JMenutem

- befweennesCenttem : JMenutem

- edgeBetweennesstem : JMenutem

- scrollpaneL.ogArea : JScrollPane

- scrolipaneView: JScrollPane
- separator : JSeparator

- progressbar : JProgressBar
-view | -logArea  JTextArea

BCAlgoListener

+ BCAIgoL istener{view : GraphView)
+actionPerformed(e - ActionEvent) : void

EBAIgoListener

+ EBAlgoListener(view : GraphView)
+ actionPerformed(e - ActionEvent)  void

ExportListener

- filechooser : JFileChooser
- filter - FileNameExtensionFiter

= abel - JLabel
- buttonPanel : JPanel

- resetStyling - JButton

- algoOption  JButton

- hideNodeLabel : JButton
- hideEdgeLabel : JButton

+ GraphView()

- initGUIComponents() : void

- addFunctionality() : void

# graphStyling(str : String) : void
+bCNodeStyling(max : double, Ivalue : double, node : Node) : void
+bCLabelStyling(value : double, node - Node) - void
+ eBEdgeStyling(value : double, edge : Edge)  void
+eBLabelStyling(value - double, edge - Edge) - void
- setGC(gridx  int, gridy : int, weightx : double, weighty : double, gridwith  int) - void
+setView(view : View) : void

+ selPresenter(presenter - GraphPresenter) : void
+ setGraph(graph - Graph) : void

+ setProgressBarValue(i - int): void

# setProgressLabel(string : String) : void
+gefLogAreal) - JTexiArea

+ getProgressBar() : JProgressBar

+ getPresenter() : GraphPresenter

+getView() : View

+ getGraph() : Graph

+ getViewer() : Viewer

+getSavePic() : JMenutem

+ getHideNodeL abel() : JButton

+ getHideEdgeLabel() : JButton

+getAlgoOption() : JButton

+ getExportem() : JMenuitem

- view

- view

V%] + getBetweennesCenttem() : Menutem
+ getEdgeBetweennessitem() : JMenultem
+update(o : Observable, arg - Object) : void
7\
-view ~view
view
-view
HideLabelButtonListener

+ HideLabelButtonListener(view : GraphView)
+actionPerformed(e : ActionEvent): void

OptionsButtonListener

- instance : OptionsButtonListener
~optionDialog - JDialog

- norm : JPanel

—araphtypePanel - JPanel

- buttonPanel : JPanel

- sep - JSeparator

# graphTypeDirected : JRadioButton
# graphTypeUndirected - JRadioButton
beNorm : JCheckBox

+ ExportListener(view : GraphView)
+ actionPerformed(e - ActionEvent) : void
#selectFile() - File

ImportListener

-filechooser : JFileChooser
 filter - FileNameExtensionFilter

ebNorm : JCheckBox
okButton : JButton

- OptionsButtonListener(view : GraphView)
+ actionPerformed(arg0 : ActionEvent) : void
. istener

- view

istener

#ImportListener(view : GraphView)
+ actionPerformed(e - ActionEvent) : void
# selectFile(): File

Abbildung A.5.: Detailiertes UML Diagramm. (View)

+ ResetSlingButtonL istener(view : GraphView)
+ actionPerformed(arg0 : ActionEvent) : void

ViewMouseListener

+ ViewMouseListener(view : GraphView)
+ mouseClicked(e : MouseEvent)  void
+ mouseEntered(e - MouseEvent): void
+ mouseExited(e : MouseEvent): void
+ mousePressed(e : MouseEvent) : void
+ mouseReleased(e - MouseEvent) - void
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